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PARAGRAAF K.1 : SUBSTITUTIEMETHODE 

 
Als de integralen moeilijker worden, heb je een aantal hulpregels nodig : 
(1) Substitutiemethode (K.1)   → Soort omgekeerde kettingregel 

(2) Partieel Integreren (K.2)   → Soort productregel 
(3) Arcsin(x) – arccos(x) – arctan(x) (K.3) → De inverse van sin(x) – cos(x) – tan(x) 

(4) Breuksplitsen (K.4)    → Breuken uit elkaar halen 
 

We beginnen in deze paragraaf met de substitutiemethode. 
 

STAPPENPLAN VOOR DE SUBSTITUTIEMETHODE : 
(1) Neem y = formule (bij kettingregel noem je deze formule meestal u) 

(2) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑦𝑦′ omschrijven tot y’dx = dy 

(3) Vul in de integraal de y en dy in en integreer deze formule. 

 

 
 

VOORBEELD 1 

Bepaal de primitieve van 

a. ∫ =+ dxxx 52 )3(2  

b. ∫ =
−

dx
x

x
5

9
3

2

 

c. ∫ =dxxx )sin()(cos2  
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OPLOSSING 1 

a. Substitutiemethode toepassen : 
 

(1) y = x2 + 3 

(2) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥 dus dy = 2x dx 

(3) [ ] [ ]62
6
16

6
155252 )3()(2)3()3(2 +===⋅+=+ ∫∫∫ xydyyxdxxdxxx = 

 
b. Substitutiemethode toepassen : 

 

(1) y = x3 – 5  

(2) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 3𝑥𝑥2 dus  

dy = 3x2 dx  
3 dy = 9x2 dx 

(3) ∫ =
−

dx
x

x
5

9
3

2

∫ =dy
y

3
�3 ∙ 2 ∙ �𝑦𝑦�=�6�𝑦𝑦� = �6√𝑥𝑥3 − 5� 

 
c. Substitutiemethode toepassen : 

 

(1) y = cos(x)  

(2) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= − sin(𝑥𝑥)   

𝑑𝑑𝑦𝑦 =  −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥  
 −1 ∙ 𝑑𝑑𝑦𝑦 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥 

(3) ∫ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2(𝑥𝑥) sin(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫𝑦𝑦2 ∙ −1 ∙ 𝑑𝑑𝑦𝑦 = �−1
3𝑦𝑦

3� = �−1
3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠

3(𝑥𝑥)� 
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PARAGRAAF K.2 : PARTIEEL INTEGREREN 

 

 

STAPPENPLAN VOOR PARTIEEL INTEGREREN : 
(1) Noem de ene formule f’ (deze wil je integreren) en de andere g (deze wil je differentiëren) 

(2) Vul deze in bij ∫𝑓𝑓′ ∙ 𝑔𝑔𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝑓𝑓 ∙ 𝑔𝑔] − ∫𝑓𝑓 ∙ 𝑔𝑔′𝑑𝑑𝑥𝑥  
(3) Probeer de laatste te integreren en als dat niet lukt herhaal dan stap 1 en 2 voor de laatste 

integraal. 

 

 

VOORBEELD 1 

Bepaal de primitieve van 

a. ∫ =dxxx )ln(  

b. ∫ =⋅ dxex x3  

c. ∫ =⋅ dxex x)cos(  

 

OPLOSSING 1 

a. Partieel Integreren toepassen. Je wil ln(x) graag differentiëren !!! (want integreren is een 
moeilijkere functie). Dus 𝑔𝑔 =  𝑙𝑙𝑠𝑠(𝑥𝑥)  en  𝑓𝑓’ =  𝑥𝑥.  Dit geeft : 

𝑔𝑔 = ln(𝑥𝑥)   → 𝑔𝑔′ = 1
𝑑𝑑
   

𝑓𝑓′ = 𝑥𝑥.      → 𝑓𝑓 = 1
2
𝑥𝑥2 

 

Invullen geeft : 

∫ dxxx )ln(  [ ] =⋅−⋅= ∫ dx
x

xxx 1)ln( 2
2
12

2
1   

[ ] ∫−⋅= xdxxx 2
12

2
1 )ln(  

 

[ ] [ ] [ ]2
4
12

2
12

4
12

2
1 )ln()ln( xxxxxx −⋅=−⋅=  
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b. Je wil 3x graag differentiëren dus 𝑔𝑔 = 3𝑥𝑥 en 𝑓𝑓′ = 𝑒𝑒2𝑑𝑑.  Dit geeft :  
𝑔𝑔 = 3𝑥𝑥     → 𝑔𝑔′ = 3 

𝑓𝑓′ = 𝑒𝑒2𝑑𝑑 .    → 𝑓𝑓 = 1
2
𝑒𝑒2𝑑𝑑 

 

Invullen geeft : 

∫ ⋅ dxex x23  [ ] ∫ ⋅−⋅= dxeex xx 2
2
12

2
1 33  

[ ] [ ] [ ]xxxx exeexe 2
4
32

2
32

4
32

2
3 −=−=  

 
 

 

c. Partieel Integreren toepassen. Er is nu geen echte voorkeur. We kiezen daarom  
(willekeurig) 𝑔𝑔 =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥) en 𝑓𝑓′ = 𝑒𝑒𝑑𝑑.  Dit geeft 

𝑔𝑔 = cos(𝑥𝑥)  → 𝑔𝑔′ = −sin (𝑥𝑥) 
𝑓𝑓′ = 𝑒𝑒𝑑𝑑    → 𝑓𝑓 = 𝑒𝑒𝑑𝑑  
 

Invullen geeft : 

(1) ∫ ⋅ dxex x)cos(  [ ] ∫ −−⋅= dxexex xx )sin()cos(  

    [ ] ∫+⋅= dxexex xx )sin()cos(  

Je bent niks opgeschoten (lijkt het). Je gaat het laatste deel ∫ dxex x)sin(  nu nog een keer 

Partieel Integreren met  𝑔𝑔 = sin (𝑥𝑥) ⇨  𝑔𝑔′ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 (𝑥𝑥)  en 𝑓𝑓′ = 𝑒𝑒𝑑𝑑  ⇨  𝑓𝑓 = 𝑒𝑒𝑑𝑑.  
 

Dit geeft : 

(2) [ ] ∫∫ −⋅=⋅ dxexexdxex xxx )cos()sin()sin(  

Vul de uitkomst van (2) in bij de integraal van (1). Je krijgt dan 

[ ] [ ] [ ] ∫∫∫ −⋅+⋅=+⋅=⋅ dxexexexdxexexdxex xxxxxx )cos()sin()cos()sin()cos()cos(  

Je hebt nu links en rechts dezelfde integraal. Stel ∫ ⋅= dxexQ x)cos( . Je krijgt dan :

[ ] [ ]
[ ]
[ ]xx

xx

xx

exexQ
exexQ

QexexQ

⋅+⋅=

⋅+⋅=

−⋅+⋅=

)sin()cos(
)sin()cos(2
)sin()cos(

2
1

2
1
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PARAGRAAF K.3 : CYCLOMETRISCHE FUNCTIES 

 

 

LES 1 : WAT IS ARCTAN(X), ARCSIN(X) EN ARCCOS(X) 
 

Eerst een aantal definities : 

(1) 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠 (𝑥𝑥)  =  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠−1(𝑥𝑥)  (de inverse van 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥) )  

 
Domein = ℝ

 
 

(2) 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝑥𝑥)  =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠−1(𝑥𝑥)   
 

 
Domein =  [−1,1]  en  Bereik = [ − ½𝜋𝜋, ½𝜋𝜋 ]   
 

 
 

 
 

(3) 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 (𝑥𝑥)  =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(𝑥𝑥)  
 

Domein =  [−1,1]  en  Bereik =  [ 0,𝜋𝜋 ]    
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VOORBEELD 1  

Bereken 

a. 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �1
2√3�   

b. 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(−1) 

c. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(2𝑥𝑥 + 3) = 1
3
𝜋𝜋 

 

OPLOSSING 1 

a. 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �1
2√3� 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 1
2
√3    

𝑥𝑥 = 1
6
𝜋𝜋  𝑣𝑣   𝑥𝑥 = 5

6
𝜋𝜋 (𝑉𝑉.𝑁𝑁. 𝑐𝑐𝑜𝑜 𝑑𝑑𝑐𝑐𝑑𝑑𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠)  

 

b. 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(−1) 
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥)  =  −1  
𝑥𝑥 = − ¼ 𝜋𝜋  
 

c. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(2𝑥𝑥 + 3) = 1
3
𝜋𝜋 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �1
3
𝜋𝜋 � = 2𝑥𝑥 + 3  

1
2

= 2𝑥𝑥 + 3   

2𝑥𝑥 = −2 1
2
  

𝑥𝑥 =  −1 1
4
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LES 2 : DIFFERENTIËREN VAN ARCTAN(X), ARCSIN(X) EN ARCCOS(X) 
 
Differentiëren van cyclometrische functies 

(1) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥)    → 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 1
𝑑𝑑2+1

 

(2) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥)     → 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =  1
√1−𝑑𝑑2

 

(3) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥)    → 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =  −1
√1−𝑑𝑑2

 

 

VOORBEELD 1 

Bepaal de primitieve van 

a. ∫ =
+

dx
x 19

1
2  

b. ∫ =
++

dx
xx 178

5
2  

 

 

OPLOSSING 1 

a. [ ]∫∫ =
+

=
+

)3arctan(
1)3(

1
19

1
3
1

22 xdx
x

dx
x

 

b. 
[ ])4arctan(5

1)4(
15

178
5

22 +=
++

⋅=
++ ∫∫ xdx

x
dx

xx
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PARAGRAAF K.4 : BREUKSPLITSEN 

 

 

De functie 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑑𝑑+𝑞𝑞
𝑎𝑎𝑑𝑑2+𝑏𝑏𝑑𝑑+𝑐𝑐

  kun je op een aantal manieren integreren.  Dit hangt af van de waarde 

van de discriminant 𝐷𝐷 = 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑐𝑐. Er geldt : 
(1) Als D < 0   →  Iets met arctan(x) 

(2) Als D = 0    → Substitutiemethode (Iets met  ln(𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐) ) 

(3) Als D > 0  → Breuksplitsen  :  
𝑝𝑝𝑑𝑑+𝑞𝑞

𝑎𝑎𝑑𝑑2+𝑏𝑏𝑑𝑑+𝑐𝑐
=  𝐴𝐴

𝑑𝑑−𝑑𝑑1
+ 𝐵𝐵

𝑑𝑑−𝑑𝑑2
 

 
 

VOORBEELD 1 

Bepaal de primitieve van  ∫ −+
+ dx
xx

x
2

53
2  

 

OPLOSSING 1 

(1) Omdat D > 0  en omdat 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2 = (𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 1) kun je deze integraal schrijven als : 
3𝑥𝑥 + 5

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2
=

𝐴𝐴
𝑥𝑥 + 2

+
𝐵𝐵

𝑥𝑥 − 1
 

 
(2) Nu gaan we de laatste vorm als één breuk schrijven. Dit geeft 

 
𝐴𝐴

𝑥𝑥 + 2
+

𝐵𝐵
𝑥𝑥 − 1

=
𝐴𝐴(𝑥𝑥 − 1)

(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 1) +
𝐵𝐵(𝑥𝑥 + 2)

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 2) =
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2
 

 

(3) Deze laatste vorm moet gelijk zijn aan 3𝑑𝑑+5
𝑑𝑑2+𝑑𝑑−2

. Je krijgt dan een stelsel dat je kunt oplossen : 

� 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 =  3
−𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵 = 5 +

  

------------------------       

        3𝐵𝐵 =  8 →  𝐵𝐵 =  8
3
 .  Dus      𝐴𝐴 = 3 − 8

3
 =  1

3
 

 

(4) Nu kunnen we de integraal bepalen : 

�
3𝑥𝑥 + 5

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2
𝑑𝑑𝑥𝑥 = �

1
3

𝑥𝑥 + 2
+

8
3

𝑥𝑥 − 1
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

1
3

ln|𝑥𝑥 + 2| +
8
3

ln |𝑥𝑥 − 1| 
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VOORBEELD 2 (DOOR ELKAAR) 

Bepaal de primitieve van   

a. ∫ 𝑑𝑑+1
𝑑𝑑2−4𝑑𝑑+4

𝑑𝑑𝑥𝑥  

b. ∫ 8
𝑑𝑑2−2𝑑𝑑−15

𝑑𝑑𝑥𝑥 

 
 

OPLOSSING 2 

a. Eerst naar de D berekenen : 𝐷𝐷 = (−4)2 − 4 ∙ 1 ∙ 4 = 16 − 16 = 0 

(i) Omdat D = 0 moeten we de substitutiemethode gebruiken : 

1) 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 4 

2) 𝑑𝑑𝑦𝑦 = (2𝑥𝑥 − 4)𝑑𝑑𝑥𝑥  dus 1
2
𝑑𝑑𝑦𝑦 = (𝑥𝑥 − 2)𝑑𝑑𝑥𝑥   

(ii) De ln-vorm eruit halen geeft : 
 

∫ 𝑑𝑑+1
𝑑𝑑2−4𝑑𝑑+4

𝑑𝑑𝑥𝑥 =  ∫ 𝑑𝑑−2+3
𝑑𝑑2−4𝑑𝑑+4

𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝑑𝑑−2
𝑑𝑑2−4𝑑𝑑+4

𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫ 3
𝑑𝑑2−4𝑑𝑑+4

𝑑𝑑𝑥𝑥 =  
 

�
1
2
∙

1
𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑦𝑦 + �

3
(𝑥𝑥 − 2)2

𝑑𝑑𝑥𝑥 = �
1
2
∙ ln(𝑦𝑦)] + [−3(𝑥𝑥 − 2)−1)� = �

1
2
∙ ln(𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 4) +

3
𝑥𝑥 − 2�

 

 

b. Omdat D > 0  en omdat 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 15 = (𝑥𝑥 + 3)(𝑥𝑥 − 5) kun je deze integraal schrijven als : 
8

𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 15
=

𝐴𝐴
𝑥𝑥 + 3

+
𝐵𝐵

𝑥𝑥 − 5
 

Nu gaan we de laatste vorm als één breuk schrijven. Dit geeft 

 
𝐴𝐴

𝑥𝑥 + 3
+

𝐵𝐵
𝑥𝑥 − 5

=
𝐴𝐴(𝑥𝑥 − 5)

(𝑥𝑥 + 3)(𝑥𝑥 − 5) +
𝐵𝐵(𝑥𝑥 + 3)

(𝑥𝑥 − 5)(𝑥𝑥 + 3) =
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥 − 5𝐴𝐴 + 3𝐵𝐵

𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 15
 

 

Deze laatste vorm moet gelijk zijn aan 8
𝑑𝑑2−2𝑑𝑑−15

.  

Dit betekent dat 𝐴𝐴 +  𝐵𝐵 =  0   en  −5𝐴𝐴 +  3𝐵𝐵 =  8 
Omdat 𝐴𝐴 =  −𝐵𝐵 krijg je −5𝐵𝐵 –  3𝐵𝐵 =  8  
Dit geeft  𝐵𝐵 =  −1. Dus 𝐴𝐴 =  1 

 
Nu kunnen we de integraal bepalen : 

�
8

𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 15
𝑑𝑑𝑥𝑥 = �

1
𝑥𝑥 + 3

+
−1
𝑥𝑥 − 5

𝑑𝑑𝑥𝑥 = [ln(𝑥𝑥 + 3) − ln(𝑥𝑥 − 5)] 
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