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PARAGRAAF 12.1 : KANSDICHTHEID EN KANSVERDELINGSFUNCTIE

LES 1 KANSDICHTHEID BIlJ DISCRETE EN CONTINUE VERDELING

DEFINITIE
(1) Kansdichtheid (f) = { Hoe groot is de kans(dichtheid) bij elke mogelijkheid }
(2) Kansverdeling (F) = { Alle kansen samen } = {som van de kansdichtheid }

KANSVERDELING OPSTELLEN

Om een goede kansverdeling op te stellen, moet de kansdichtheid aan twee voorwaarden voldoen :

1. De kans op iedere mogelijkheid x moet minstens 0 zijn 1. f(x)=0
2. De som van alle kansen moet 1 zijn. 2.Yf(x)=1 of ffooof(x)dx =1

Als dit klopt zeggen we dat f een kansdichtheid(sfunctie) is.

VOORBEELD 1 (DISCRETE)

Gegeven is een ABCD proefwerk met 2 vragen. John gokt alle twee de vragen.
a. Bereken de kansen bij het aantal goede antwoorden.
b. Controleer of dit een kansdichtheid is.

OPLOSSING 1

a. X={Aantal vragen goed gegokt }
X=0,1of2
11
f(O)=PX=0)=PFF)=3--=

Y

f(l)=P(X=1)=P(FG)+P(GF)=%.%+%.%=%
f@=PX=2)=P(GG)=55=1

b. 1. f(0)=0; f(1)=0; f(2)=0
2. Tf@ =fO) +f+fQR)=+2+5=1

Aan beide voorwaarden is voldaan, dus f(x) is een kansdichtheid.
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VOORBEELD 2 (CONTINU)

2y 2,2 <
De kansen zijn verdeeld volgens de formule : f(x) = {3x x al?lj 2 6 9;? i 3

a. BerekenP(1<X<2)
b. Bereken P(X < 1).
c. Toon aan dat f een kansdichtheid is.

OPLOSSING 2

a. P(1<Xx<2)= flzf(x)dx = flzgx—gxzdx =

1 2 2 4 1 2
PA<X<2) =[x~ 22| =522 22 (12 -1 1%)

_ 13
27

b. PX<1)= f_loof(x)dx = flzx —2x2%dx =

03 9
_[i,2_2. 3] 212 2.3_(L.g2_2.93)\=2
P(X<1)—[3x 27x]0—31 271 (30 270)_27

c. 1. Maak een schets van de grafiek van f

Je ziet dat de kansen overal > 0 zijn.

2. Controleren of desom 1 is:

f03f(X)dx = f03 (gx —%xz) dx = |1 x2 _ixs] _

F(3)-F(0) =332 -=-33-(0-0)=3-2=1

Omdat de som 1 s, is f een kansdichtheid

OPMERKINGEN

De som van al deze kansen noemt men de (kans)verdelingsfunctie F(X).



Hoofdstuk 12 : Continue kansverdelingen Pagina 3 van 14

LES 2 KANSDICHTHEID EN KANSVERDELING

DEFINITIE KANSDICHTHEID

(1) (Kans)Verdelingsfunctie = ={Som van alle kansen samen }
(2) Notatie
f(x) = { kansdichtheidsfunctie }
F(x) = { (kans)verdelingsfunctie }

(3) Grafisch is dat

f(x) F(x)
oozs 126
opan | 10
Qs - 7S -
= E
- 'R
enw | oo -
o005 | 025 -
oo00 : - 000
o 2u a0 B0 an 10 o = 40 &0 8 100
Iresach me==c)

(4) De kansen zijn over positief (of nul) (f)
(5) Je ziet dat de kansen opgeteld 1 zijn. (F)
(6) Ergeldt xliIP F(x) =0 en ;im F(x)=1

(7) Dusook F(20) =P(X <20)=0 en F(80)=P(X <80) =1

VOORBEELD 1

alsx =3

9

. . . 1 )

D del funct d def le: F = z
e verdelingsfunctie is gegeven door de formule : F(x) { 0" als x < 3

a. Bereken P(X < 4).
b. BerekenP(5<X <7)
c. Bereken P(X >5)

OPLOSSING 1

a. P(X<4)=[" f(x)dx = [, fx)dx=F(4)—F(3) =F(4)—0=F(4).

9 7
DusP(X <4) =F(4)=1-—S ==

b. P(5<X<7)=F(7)—F(5)=1_%_(1_%)=_%+%:%
c. P(X>5)=1—P(X<5)=1_p(5)=1_(1_;_2)2%
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VOORBEELD 2

3 1

De kansdichtheid is gegeven door de formule : f(x) = {E T
0

als0<x<a
alsx <0 vx>a

a. Bereken voor welke waarde(n) van a de functie f een kansdichtheid is, als je weet dat a < 8.

b. Stel het functievoorschrift van de verdelingsfunctie F(x) op.

OPLOSSING 2

a. We testen of de som van de kansen 1 is:

(1) De verdelingsfunctie is van de vorm : F(x) = %x — %xz +c

(2) Er geldt dat de som 1 moet zijn, dus
af3 1
fO (E—Ex)dx =1

(3) F(a)—F(O)=1io-a—%-a2+c—(0—0+c)

3 1
F(cz)—F(O)=1—0a—§a2 =1
1

50a2+1ioa—1=0
a’?—-15a+50=0
(a=5)(a—10)=0
a=5va=10

Omdat a < 8 is de enige oplossing a = 5. Dus

3 1

_J=—=x als0<x <5
f(x)—{w 025 alsx<0vx>5

b. De verdelingsfunctie is van de vorm : F(x) = %x — %xz +c

Om de c te berekenen gaan we gebruiken we dat F(0) = Oen F(5) = 1:

FG) =1 dusF(S)=%-5—5—10-52+c=1%—%+c=1 > ¢c=0

1

Dus de verdelingsfunctie F is als volgt gedefinieerd :

F) = 1g¥ 5%’ als0sx<5
0 alsx <0 vx>5
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LES 1 DE NORMALE VERDELING EN INTEGRALEN

VOORBEELD 1

Je gooit met 2 dobbelstenen en kijkt naar de som.

OPLOSSING 1

Maak een tabel :

Je kunt daarmee de kansen berekenen:
1

P(Som =2) = T

P(Som =3) = % ..etc

schema
+ | 1 4 5 6
1] 2 5 6 7
2 3 6 |7 8
3|4 7.8 9
4 15 89 10
5|6 9 10 11
6 7 10 11 12

Als je de kansen in een staafdiagram weergeeft krijg je een soort normale verdeling / belvorm.

frequentie —

gewicht in gram —
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NORMALE VERDELING

Deze normale verdeling (=belvorm) komt in de kansrekening heel vaak terug.
Een aantal opmerkingen

(1) u={Gemiddelde}

(2) o = {standaardafwijking of standaarddeviatie }
1,X—[\2
5D

(3) Om de kans te berekenen gebruik je de formule f(x) = % ‘e 200

V2rm
(4) Hieronder zie je de grafiekvoory =3 enc =1

0.4 fir AN
A f{x) /TN
"/
L \ .
0.3 ',/ \  (z-u)
, \ =iyl
a fing Bk “Z
/o oovea
']
/ \\
01 - ,/ \-‘
\
A N [
s i i
' 4 s s

(5) Je kunt met deze kansverdelingsformule kansen uitrekenen.

VOORBEELD 2

Je kunt een site beoordelen bij het bedrijf “Webgood”. De beoordeling van een website is een cijfer
tussen de 0 en de 6 (beste). De website wiskundehav.nl wil laten beoordelen hoe gebruikers de site
vinden. Na een jaar meten blijkt de beoordeling zich te gedragen als een normale verdeling. Er geldt
dat de gemiddelde beoordeling 3 is en de standaarddeviatie is 1.

Bereken de kans dat een willekeurige bezoeker

a. Eencijfer lager dan 2 geeft.
b. Tussen de 3 en de 4 geeft.

c. Minstens een 4,5 geeft.
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OPLOSSING 2

1(x-3)? 1
a. P(X<2)= fOZNLZ_n-e—E(T) dx =f02\/%. SO
Deze kun je niet integreren, dus vandaar met de GR

1
Math - fnint - fozﬁﬁ- e 23 = 0,1573

1(x—3)?2 1
b. PB<X<4)= f:%ﬁ- e~ dx :f:%. e 22 gy

Deze kun je niet integreren, dus vandaar met de GR

1
Math - fnint - f:ﬁﬁ- e 203" = 0,3413

1\ _ 6 1 - ﬂ)z 6 1 “Lix—3)2
C. P(X24E)_4%TE€2(1 dx—4%\/7—n€2 dx

Deze kun je niet integreren, dus vandaar met de GR

1 t(x-3)% _
—=e = 0,0655

Math - fnint > ffl
2

OPMERKING

Om dit altijd uit te rekenen met deze integraal is veel intikwerk. Vandaar dat de GR een knop
daarvoor heeft en dat is :

Normalcdf( linkergrens , rechtergrens , i, o)

Dus bijvoorbeeld bij vraag b) :

1
PB<X<4) = [1-L.e3% gy = normalcdf(3,4,3,1) = 0,3431

3 .2m
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LES 2 NORMALCDF EN INVNORM

DEFINITIES

e Bij de normale verdeling heb je altijd 1 en o nodig.

e Oppervlakte berekenen = Kans berekenen

e Kans berekenen: Normalcdf ( linkergrens ,rechtergrens, |, o)
e Knop normalcdf zit bij : distr (2nd vrs) > Normalcdf

e NOOIT normalPDF gebruiken.

e Om een grens uit te rekenen, gebruik je Invnom(linkergrens,,u, o)

VOORBEELD 1
In een flesje bier zit gemiddeld 30cl en de standaarddeviatie is 2 cl. De inhoud is normaal verdeeld.
a. Bereken de kans dat in een flesje minder dan 27cl zit.

b. Bereken de kans dat in een flesje meer dan 29 cl zit.

c. Bereken de kans dat in een flesje tussen de 30 en 33 cl zit.

OPLOSSING 1

X ={aantal clin fles }

a. P(X<27) = normalcdf(—10799,27,30,2) = 0,0668
b. P(X > 29) = normalcdf(29,10799,30,2) = 0,6915
c. P30 <X <33) = normalcdf(30,33,30,2) = 0,4332
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VOORBEELD 2

Bereken de grenzen a en b.

OPLOSSING 2

(1) a = invNorm(0.09,24,3) ~ 20,0
(2) Links van b zit een oppervlakte van 1 —-0,20 = 0,80
b = invNorm(0.80,24,3) = 26,5


http://www.google.nl/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjAn9-pisfVAhXELlAKHTEmCQ8QjRwIBw&url=http://www.dr-aart.nl/Statistiek-normale-verdeling.html&psig=AFQjCNG7Y_lHi-h_7o_iz_OcypfRnLlScQ&ust=1502262541204236
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LES 3 o, OF DE GRENS a BEREKEN

VOORBEELD 1

De hoeveelheid werkzame stof bij een tablet is normaal verdeeld met gemiddelde 10 milligram en de

o =0,5 milligram.

a. Bereken de kans dat een tablet meer dan 11 gram werkzame stof bevat.

b. Bereken hoeveel milligram werkzame stof de laagste 15% bevat ?
Van een ander medicijn is bekend dat o = 0,5 milligram en dat 8% meer dan 12 milligram bevat.
c. Bereken het gemiddelde.

Van weer een ander medicijn is bekend dat = 15 milligram en dat 25% minder dan 12 milligram

bevat.

d. Bereken o.

OPLOSSING 1

a. X ={aantal milligram werkzame stof }
P(X>11) = normalcdf(11, 10799, 10, 0.5) = 0,0228

b. P(X>11)=normalcdf(-10799, X, 10, 0.5) = 0,15
Y1= normalcdf(-10799, X, 10, 0.5)
Y,=0,15
[0,10] x [0,0.5]
Intersect geeft X =9,48
Dus 9,48 of minder

c. P(X>11)=normalcdf(12, 10799, X, 0.5) = 0,08
Y1= normalcdf(12, 10799, X, 0.5)
Y,=0,08
Intersect geeft X=11,3 dus u=11,3
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d. P(X>11)=normalcdf(-10799, 12, 15, X) = 0,25
Y1= normalcdf(-10799, 12, 15, X)
Y2=0,25
[0,15] x [0,0.5]
Intersect geeft X=4,4dusoc=4,4

Pagina 11 van 14

OPMERKING:

Het boek gebruikt ook invnorm maar dit is niet nodig.

Bij vraag b is het wel wat sneller :
a =invnorm (0,15,10,0.5) = 9,48
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PARAGRAAF 12.3 TOEPASSINGEN VAN DE NORMALE VERDELING

VOORBEELD 1

De lengte van rozen is normaal verdeeld met gemiddeld 25 cm

en o =3 cm. Wim neemt een steekproef van 10 rozen.
a. Bereken de kans de 3 van de 10 rozen samen groter dan 27 cm zijn.

b. Bereken de kans meer dan 5 rozen kleiner zijn dan 24 cm.

OPLOSSING 1

a. Deze vraag bestaat uit twee delen

(1) Succeskans p berekenen
P(R > 27) = normalcdf (27,1099, 25,3) = 0,2525

(2) X ={aantal keren een grote roos }

P(X = 3) = binompdf(10,0,2525,3) = 0,2519

b. Deze vraag bestaat uit twee delen

(1) Succeskans p berekenen
P(R < 24) = normalcdf(—10799,24,25,3) = 0,3694

(2) X ={aantal keren een kleine roos }
P(X>5)=1—P(X <5)=1- binomcdf(10,0,3694,5) = 0,1197



‘ Hoofdstuk 12 : Continue kansverdelingen Pagina 13 van 14

PARAGRAAF 12.4 SOM EN VERSCHIL VAN TOEVALSVARIABELEN

LES 1 HET VERSCHIL EN DE SOM VAN TWEE (VERSCHILLENDE) VARIABELEN

DEFINITIES

Voor de som en het verschil tussen twee normaal verdeelde (verschillende) variabelen X en Y geldt :

VERSCHIL SOM

(1) V={X-Y} (1)S={X+Y}

(2) wy =ux —uy (2) us = ux + 1y
(3) oy = ox? + oy? (3) o5 = \/ox? + oy?

VOORBEELD 1

Een productieproces bestaat uit 2 fasen. De eerste fase duurt gemiddeld 6,3 minuten en g; = 0,8. De

tweede fase duurt gemiddeld 6,9 minuten en g, = 0,3.

a. Bereken de kans dat de totale productietijd samen minder dan 13 minuten duurt.

b. Bereken de kans dat de tweede fase langer duurt dan de eerste fase.

OPLOSSING 1

a. (1)S=P1+P2
@ps =y + up= 63 + 69 = 132

(3) o5 = /012 + 0,2 = /0,82 + 0,32 = /0,73 ~ 0,854..
(4) P(S < 13) = normalcdf(—10799,13,13.2,4/0,73) = 0,407

b. P2 > P1 - P2—-P1>0
)V = {(P2- P1}
(2)#5 = Uy — U = 6,9_6,3 = 0,6

(3) o5 = 0,2 + 0,2 = /0,82 + 0,32 = /0,73 =~ 0,854..
(4) P(V > 0) = normalcdf(0,10799,0.6,4/0,73) = 0,759
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LES 2 WORTEL-N WET

DEFINITIES

Voor de som van n keer dezelfde variabele X geldt (ze noemen dit ook wel : een steekproef van n

stuks (lengte n) )

SOM (S) GEMIDDELDE (X)
(1) us =n-pux (1) ux = ux
(2) Us:\/ﬁ'ax (Z)GX:%

VOORBEELD 1

De lengte van rozen is normaal verdeeld met gemiddeld 25 cm

en o = 3 cm. Wim neemt een steekproef van 10 rozen. Wim kijkt naar de totale lengte.

a. Bereken de kans de 10 rozen samen groter dan 270 cm zijn.

b. Bereken de kans een gemiddelde roos uit de steekproef groter dan 28 cm is.

OPLOSSING 1

a. § = {Desomvande 10 rozen}

(1) us =n-uy =10-25 =250
(2) o5 =Vn-ox = 65 =10+ 3(= 9,49)

(3) P(S > 270) = normalcdf(270,10799,250,v10-3) = 0,0175

b. X ={De gemiddelde lengte van de roos in de steekproef van 10 stuks}

(1) ug =25
() og = \/%_o(z 0,95)

(3) P(X > 28) = normalcdf(28,10799,25,—) = 0,0008

3
V10



